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Distribuicoes Discretas: Bernoulli

e Imagine uma situa¢do na qual somente podem ocorrer dois

possiveis resultados, ‘sucesso’ e ‘fracasso’. Veja alguns

exemplos:

uma venda é efetuada ou ndo em uma ligacdo de call center;
um contribuinte pode ser adimplente ou inadimplente;

uma guia recolhida pode ter seu preenchimento ocorrido de
forma correta ou incorreta; e

um consumidor que entra em uma loja pode comprar ou nao
comprar um produto.



Distribuicoes Discretas: Bernoulli

e Essas situagbes podem ser descritas ou modeladas a partir de
uma Distribuicao de Bernoulli.

ando ha sucesso ou P(x =1
PX =)= 1P qu u uP(x=1)
1 — p quando ha fracasso ou P(x = 0)



Distribuicoes Discretas: Bernoulli

e Média (onde p corresponde a probabilidade de sucesso)

e Variancia
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Distribuicoes Discretas: Binomial

e Para que uma situacdo possa se enquadrar em uma
distribuicao binomial, deve atender as seguintes condi¢des:

e s3o realizadas n repeticdes (tentativas) independentes;

e cada tentativa é uma prova de Bernoulli (somente podem
ocorrer dois possiveis resultados); e

e a probabilidade p de sucesso em cada prova é constante.

e Se uma situacdo atende a todas as condicdes anteriores, ent3o
a variavel aleatéria X = {niimero de sucessos obtidos nas n
tentativas} terd uma distribuicdo binomial com n tentativas e
p probabilidades de sucesso.



Distribuicoes Discretas: Binomial

e Simbolicamente X ~ Bin(n, p)

e A funcdo de probabilidade utilizada para célculo de
probabilidades, quando a situacdo se enquadra na distribuicao
binomial, serd dada por meio da seguinte expressao:

n

Pox =)= (7)o o

1

onde i ={0,1,2...}, p é a probabilidade de sucesso em cada
tentativa, e n o nlimero de tentativas.

e Vale lembrar que (1) = ”(:ii)!




Distribuicoes Discretas: Binomial

e Exemplo: Qual a probabilidade de que ndo mais do que 2
pessoas em uma populacdo de 15 tenha ido votar na dltima
eleicio? Em média, a proporcdo de comparecimento eleitoral
chega a 75%

e Para o problema acima temos n =15, p=.75e i ={0,1,2}

P(X =0) = <105> 75°(1 — .75)570

P(X=1) = <115> 7541 — 75)1 1

P(X=2) = <125> 75%(1 — .75)1° 2



uicoes Discretas: Binomial

e Exemplo 2: imagine que um candidato a vereador foi visitar
sua base eleitoral mais importante. Segundo consta no TSE,
ele obteve 20% dos votos desse bairro. Para conhecer seu
eleitorado o candidato planeja ir de casa em casa para
conversar com a populacdo. No primeiro dia de trabalho ele
bate em 6 casas. Dessas 6, em 4 delas o morador afirmou ter
votado no candidato. Qual a probabilidade dessas 4 pessoas

estarem falando a verdade?

e Qual a probabilidade de encontrar 4 entre 6 eleitores em um

lugar onde se obtém 20% dos votos?



Distribuicoes Discretas: Binomial

e Para o problema acima temos n =6, p=.20e /=4

P(X =4)= (2) 20*(1 - .20)°~* = 1.54%

e E se me interessasse saber qual a probabilidade de encontrar 4
ou mais eleitores em 6 casas?

P(X=4) = <Z>.204(1—.20)6—4
Px=5) = (2)20°0- 200

P(X=6) = (2).206(1 —.20)%7°



Distribuicoes Discretas: Binomial

e Média (onde p corresponde a probabilidade de sucesso em
cada tentativa)

E(X)=np

e Varidncia
Var(X) = np(1 — p)



Distribuicoes Discretas: Binomial

e Exemplo: Imagine uma turma com 10 alunos. No final do
ano, 5 foram aprovados e 5 foram reprovados, ou seja, 5
tiveram sucesso e 5 tiveram fracasso. Qual o valor esperado
dessa distribuicao?

e Lembrando da férmula geral de valor esperado
E(X) =>_XP(X), temos

X Freq P(X))
0 (reprovados) 5 0.5

1 (aprovados) 5 0.5
Total 10 1

E(X) = (0x0.5)+(1x05)=0.5
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Distribuicoes Discretas: Binomial

Aproximacgdo entre uma distribuicido Binomial e uma Normal

e A distribuicdo binomial tem uma caracteristica muito
importante: ela se aproxima de uma distribuicdo normal
quando

E(X)=np>10 Var(X) = np(1 — p) > 10
e O que significa que nestas condicdes podemos assumir que

jt=np o = np(1 - p)
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uicoes Discretas: Binomial

Aproximacao entre uma distribuicio Binomial e uma Normal

e Na pratica a aproximacdo se da melhor quando a
probabilidade de sucesso de uma distribuicao Binomial é igual
a p=0.50un>30.

e [sso é importante porque é possivel estimar a média
populacional utilizando a média amostral de uma variavel

aleatéria mesmo em uma distribuicdo binomial.

e Vejamos um exemplo usando a tabela de probabilidades
Binomiais assumindon = 10 e p = 0.5.
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Distribuicoes Discretas: Binomial

DISTRIBUICAO BINOMIAL

P
n X A5 A0 A5 20 25 30 A5 A0 A5 50
9 ] 6302 3874 2316 1342 0751 AM04 0207 Aol 046 020
| 2085 874 679 3020 2253 1556 004 0605 0339 0176
2 0629 1722 2597 020 3003 2668 2162 1612 BARI] 0703
3 0oT7 446 A068 1762 2336 2668 2716 2508 2119 1641
4 (006 0074 J283 661 JA168 A7T15 2194 2508 2600 2401
5 0000 D008 0050 0165 D389 0735 18] J672 2128 2461
6 0000 0001 0006 0028 0087 0210 0424 0743 1160 1641
7 (000 D000 0000 (0003 0oz 0039 0098 0212 0407 0703
B 0000 0000 0000 L0000 0001 0004 0013 0035 0083 0176
9 000 0000 D000 L0000 0000 0000 L0001 0003 L0008 0020
10 0 5987 3487 1969 1074 0563 0282 0135 0060 0025 0010
1 3151 3874 3474 2684 1877 A211 0725 0403 0207 {098
2 0746 .1937 2759 .3020 2816 2335 1757 1209 0763 0439
3 0105 0574 1298 2013 2503 L2668 2522 2150 1665 A172
4 0010 112 0401 881 1460 22001 2377 2508 2384 2051
5 0001 015 D085 0264 0584 1029 1536 2007 2340 2461
(il D000 001 012 [055 0162 1368 D6EY 1115 1596 2051
7 0000 000 001 L0008 031 LH90 0212 425 746 J1T2
L] (00 A0 000 L0001 0004 A4 A4 106 0229 439
9 (W0 L0000 000 JO000 000 A001 A0S 016 0042 R
10 D00 {000 0000 (HHHD D000 (LLEN D000 0001 (003 010
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Distribuicoes Discretas: Binomial

10

—f==p=0,5
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uicoes Discretas: Binomial

e Também vale a pena estudar a variancia de uma distribuicdo
binomial com mais cuidado:

Var(X) = np(1 — p)

Ha apenas dois valores que determinam a varidncia possivel de
uma distribuicao binomial: p e n.

e Se mantivermos n > 30, podemos dizer que apenas o valor de
probabilidade de sucesso da distribuicdo (p) é capaz de
determinar o tamanho da variancia desta distribuicao.

e |sso é muito relevante para estimativas e cdlculos de amostras
em que nao sabemos muito sobre o padrao de distribuicdo de
uma determinada varidvel. Pode-se simplesmente assumir um
p que seja ‘seguro’ para nossas estimativas.

ii5)



Distribuicoes Discretas: Binomial

e Vamos calcular a varidncia para todas as probabilidades
discretas possiveis (assumindo n = 1):

p=00 — 1x0.01-0.0=

p=01 — 1><0.1(1—01)_009
p=02 — 1x02(1-02)=0.16
p=03 — 1x0.3(1—03)=0.21
p=04 — 1x0.4(1—04)=024
p=05 — 1x05(1—0.5)=025
p=06 — 1x0.6(1—06)=0.24
p=07 — 1x07(1-07)=021
p=08 — 1x0.8(1—0.8)=0.16
p=09 — 1x0.9(1—0.9)=0.09
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Distribuicoes Discretas: Binomial

e Quanto mais nos aproximamos da probabilidade de sucesso p
= 0.5 maior a variancia de uma distribuicao Binomial.

e Ou seja, numa distribuicdo binomial tenho como controlar
qual o maior valor de variancia assumindo um p = 0.5

e A implicacdo mais clara desse achado estd no uso feito para o
célculo de amostras. Se o célculo de amostras é feito sobre
uma distribuicdo binomial com um p = 0,5 consigo garantir
que o maximo de variancia que vou encontrar na amostra
(0.25), e com isso consigo diminuir a chance de errar minha

estimacao.
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Distribuicoes Discretas: Poisson




Distribuicoes Discretas: Poisson

e Vocé pode empregar a Distribuicio de Poisson em situa¢oes
em que o nimero de sucessos deve estar dentro de um
intervalo continuo, que pode ser um intervalo de tempo,
espaco etc.

e Exemplos que se enquadram na Distribuicao de Poisson:
Imagine que vocé queira estudar o nimero de suicidios
ocorridos em uma cidade durante um ano ou o nimero de
acidentes automobilisticos ocorridos em uma rodovia em um
meés.

e Note que nos exemplos anteiores ndo hd como vocé
determinar a probabilidade de ocorréncia de um sucesso, mas
sim a frequéncia média de sua ocorréncia, como dois suicidios
por ano, que denominaremos .
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ibuicoes Discretas: Poisson

e Em uma situacdo com essas caracteristicas, a varidvel
aleatéria X = {niimero de sucessos em um intervalo
continuo}, terd uma Distribuicdo Poisson, com A (frequéncia
média de sucesso).

e Simbolicamente, podemos utilizar a notacdo
X ~ P(X)

e Eventos raros sao modelados através da distribuicdo de
Poisson.

e Importante ressaltar que aproximamos o valor da média de
uma distribuicao de Poisson \ ao valor da média amostral de
uma distribui¢do binomial (np).
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Distribuicoes Discretas: Poisson

e A func3do de probabilidade da Distribuicio de Poisson serd
dada por meio da seguinte expressao:

)\i
r
onde e = 2,7182 e A\ corresponde a frequéncia média de
sucesso no intervalo continuo que se deseja calcular a
probabilidade.

e Em uma distribuicao de Poisson:

E(X) = Var(X) = A

20



Distribuicoes Discretas: Poisson

e Exemplo: Ao longo dos anos, as maiores potenciais européias
sempre tiveram conflitos e aliancas formadas. Veja na tabela
abaixo o niimero de paises que em média formaram aliancas
contando Inglaterra, Franca, Alemanha, Austria-Hungria, e
Russia.

Ano Aliados
1875-1879 5

1880-1884 4
1885-1889 6
1890-1894 4
1895-1899 2

e Esses valores sdo realizacGes de uma varidvel aleatéria que
segue uma distribuicao de Poisson. Em um intervalo de 5
anos observamos X = {5, 4, 6, 4, 2}. 21



Distribuicoes Discretas: Poisson

e Se X = {5, 4, 6, 4, 2}, vamos assumir que A\ = 4.2 (média)

e Vamos supor que ndo observamos nenhuma alianca formada
nos 15 anos depois que estes dados foram coletados. Seria
possivel usar o valor de \ para estimar quao provével seria
observar zero aliancas em um periodo de 5 anos?

4.20
P(x=0)=e*2. ~or = 0.015

e E a probabilidade de observar nenhuma alianca em 15 anos?

[P(x = 0)]* = (0.015)° = 0.00000337

22



Distribuicoes Discretas: Poisson

e Exemplo 2: Suponha-se que em um municipio ocorram em
média 5 homicidios por semana. Numa determinada semana
ocorrem 8 homicidios, qual a probabilidade que havia disso ter

acontecido?

e Neste caso temos A =5 e X = 8. Portanto, basta aplicar a

formula...

58
P(x=8)=e". g7 = 0.0653 = 6.53%
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Resumindo




Resumindo

e DistribuicGes discretas: Bernoulli
e DistribuicGes discretas: Binomial

e DistribuicGes discretas: Poisson
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