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Distribuições Discretas: Bernoulli

• Imagine uma situação na qual somente podem ocorrer dois

posśıveis resultados, ‘sucesso’ e ‘fracasso’. Veja alguns

exemplos:

• uma venda é efetuada ou não em uma ligação de call center;

• um contribuinte pode ser adimplente ou inadimplente;

• uma guia recolhida pode ter seu preenchimento ocorrido de

forma correta ou incorreta; e

• um consumidor que entra em uma loja pode comprar ou não

comprar um produto.
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Distribuições Discretas: Bernoulli

• Essas situações podem ser descritas ou modeladas a partir de

uma Distribuição de Bernoulli.

P(X = i) =

p quando há sucesso ou P(x = 1)

1− p quando há fracasso ou P(x = 0)
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Distribuições Discretas: Bernoulli

• Média (onde p corresponde à probabilidade de sucesso)

E (X ) = p

• Variância

Var(X ) = p(1− p)
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Distribuições Discretas: Binomial

• Para que uma situação possa se enquadrar em uma

distribuição binomial, deve atender as seguintes condições:

• são realizadas n repetições (tentativas) independentes;

• cada tentativa é uma prova de Bernoulli (somente podem

ocorrer dois posśıveis resultados); e

• a probabilidade p de sucesso em cada prova é constante.

• Se uma situação atende a todas as condições anteriores, então

a variável aleatória X = {número de sucessos obtidos nas n

tentativas} terá uma distribuição binomial com n tentativas e

p probabilidades de sucesso.
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Distribuições Discretas: Binomial

• Simbolicamente X ∼ Bin(n, p)

• A função de probabilidade utilizada para cálculo de

probabilidades, quando a situação se enquadra na distribuição

binomial, será dada por meio da seguinte expressão:

P(X = i) =

(
n

i

)
pi (1− p)n−i

onde i = {0, 1, 2...}, p é a probabilidade de sucesso em cada

tentativa, e n o número de tentativas.

• Vale lembrar que
(n
i

)
= n!

i!(n−i)!
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Distribuições Discretas: Binomial

• Exemplo: Qual a probabilidade de que não mais do que 2

pessoas em uma população de 15 tenha ido votar na última

eleição? Em média, a proporção de comparecimento eleitoral

chega a 75%

• Para o problema acima temos n = 15, p = .75 e i = {0, 1, 2}

P(X = 0) =

(
15

0

)
.750(1− .75)15−0

P(X = 1) =

(
15

1

)
.751(1− .75)15−1

P(X = 2) =

(
15

2

)
.752(1− .75)15−2
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Distribuições Discretas: Binomial

• Exemplo 2: imagine que um candidato a vereador foi visitar

sua base eleitoral mais importante. Segundo consta no TSE,

ele obteve 20% dos votos desse bairro. Para conhecer seu

eleitorado o candidato planeja ir de casa em casa para

conversar com a população. No primeiro dia de trabalho ele

bate em 6 casas. Dessas 6, em 4 delas o morador afirmou ter

votado no candidato. Qual a probabilidade dessas 4 pessoas

estarem falando a verdade?

• Qual a probabilidade de encontrar 4 entre 6 eleitores em um

lugar onde se obtém 20% dos votos?
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Distribuições Discretas: Binomial

• Para o problema acima temos n = 6, p = .20 e i = 4

P(X = 4) =

(
6

4

)
.204(1− .20)6−4 = 1.54%

• E se me interessasse saber qual a probabilidade de encontrar 4

ou mais eleitores em 6 casas?

P(X = 4) =

(
6

4

)
.204(1− .20)6−4

P(X = 5) =

(
6

5

)
.205(1− .20)6−5

P(X = 6) =

(
6

6

)
.206(1− .20)6−6
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Distribuições Discretas: Binomial

• Média (onde p corresponde à probabilidade de sucesso em

cada tentativa)

E (X ) = np

• Variância

Var(X ) = np(1− p)
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Distribuições Discretas: Binomial

• Exemplo: Imagine uma turma com 10 alunos. No final do

ano, 5 foram aprovados e 5 foram reprovados, ou seja, 5

tiveram sucesso e 5 tiveram fracasso. Qual o valor esperado

dessa distribuição?

• Lembrando da fórmula geral de valor esperado

E (X ) =
∑

XP(X ), temos

X Freq P(Xi )

0 (reprovados) 5 0.5

1 (aprovados) 5 0.5

Total 10 1

E (X ) = (0× 0.5) + (1× 0.5) = 0.5
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Distribuições Discretas: Binomial

Aproximação entre uma distribuição Binomial e uma Normal

• A distribuição binomial tem uma caracteŕıstica muito

importante: ela se aproxima de uma distribuição normal

quando

E (X ) = np > 10 Var(X ) = np(1− p) > 10

• O que significa que nestas condições podemos assumir que

µ = np σ2 = np(1− p)
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Distribuições Discretas: Binomial

Aproximação entre uma distribuição Binomial e uma Normal

• Na prática a aproximação se dá melhor quando a

probabilidade de sucesso de uma distribuição Binomial é igual

a p = 0.5 ou n > 30.

• Isso é importante porque é posśıvel estimar a média

populacional utilizando a média amostral de uma variável

aleatória mesmo em uma distribuição binomial.

• Vejamos um exemplo usando a tabela de probabilidades

Binomiais assumindo n = 10 e p = 0.5.
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Distribuições Discretas: Binomial
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Distribuições Discretas: Binomial
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Distribuições Discretas: Binomial

• Também vale a pena estudar a variância de uma distribuição

binomial com mais cuidado:

Var(X ) = np(1− p)

Há apenas dois valores que determinam a variância posśıvel de

uma distribuição binomial: p e n.

• Se mantivermos n > 30, podemos dizer que apenas o valor de

probabilidade de sucesso da distribuição (p) é capaz de

determinar o tamanho da variância desta distribuição.

• Isso é muito relevante para estimativas e cálculos de amostras

em que não sabemos muito sobre o padrão de distribuição de

uma determinada variável. Pode-se simplesmente assumir um

p que seja ‘seguro’ para nossas estimativas.
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Distribuições Discretas: Binomial

• Vamos calcular a variância para todas as probabilidades

discretas posśıveis (assumindo n = 1):

p = 0.0 → 1× 0.0(1− 0.0) = 0

p = 0.1 → 1× 0.1(1− 0.1) = 0.09

p = 0.2 → 1× 0.2(1− 0.2) = 0.16

p = 0.3 → 1× 0.3(1− 0.3) = 0.21

p = 0.4 → 1× 0.4(1− 0.4) = 0.24

p = 0.5 → 1× 0.5(1− 0.5) = 0.25

p = 0.6 → 1× 0.6(1− 0.6) = 0.24

p = 0.7 → 1× 0.7(1− 0.7) = 0.21

p = 0.8 → 1× 0.8(1− 0.8) = 0.16

p = 0.9 → 1× 0.9(1− 0.9) = 0.09
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Distribuições Discretas: Binomial

• Quanto mais nos aproximamos da probabilidade de sucesso p

= 0.5 maior a variância de uma distribuição Binomial.

• Ou seja, numa distribuição binomial tenho como controlar

qual o maior valor de variância assumindo um p = 0.5

• A implicação mais clara desse achado está no uso feito para o

cálculo de amostras. Se o cálculo de amostras é feito sobre

uma distribuição binomial com um p = 0,5 consigo garantir

que o máximo de variância que vou encontrar na amostra

(0.25), e com isso consigo diminuir a chance de errar minha

estimação.
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Distribuições Discretas: Poisson

• Você pode empregar a Distribuição de Poisson em situações

em que o número de sucessos deve estar dentro de um

intervalo cont́ınuo, que pode ser um intervalo de tempo,

espaço etc.

• Exemplos que se enquadram na Distribuição de Poisson:

Imagine que você queira estudar o número de suićıdios

ocorridos em uma cidade durante um ano ou o número de

acidentes automobiĺısticos ocorridos em uma rodovia em um

mês.

• Note que nos exemplos anteiores não há como você

determinar a probabilidade de ocorrência de um sucesso, mas

sim a frequência média de sua ocorrência, como dois suićıdios

por ano, que denominaremos λ.
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Distribuições Discretas: Poisson

• Em uma situação com essas caracteŕısticas, a variável

aleatória X = {número de sucessos em um intervalo

cont́ınuo}, terá uma Distribuição Poisson, com λ (frequência

média de sucesso).

• Simbolicamente, podemos utilizar a notação

X ∼ P(λ)

• Eventos raros são modelados através da distribuição de

Poisson.

• Importante ressaltar que aproximamos o valor da média de

uma distribuição de Poisson λ ao valor da média amostral de

uma distribuição binomial (np).
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Distribuições Discretas: Poisson

• A função de probabilidade da Distribuição de Poisson será

dada por meio da seguinte expressão:

P(X = i) = e−λ .
λi

i !

onde e = 2, 7182 e λ corresponde a frequência média de

sucesso no intervalo cont́ınuo que se deseja calcular a

probabilidade.

• Em uma distribuição de Poisson:

E (X ) = Var(X ) = λ
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Distribuições Discretas: Poisson

• Exemplo: Ao longo dos anos, as maiores potenciais européias

sempre tiveram conflitos e alianças formadas. Veja na tabela

abaixo o número de páıses que em média formaram alianças

contando Inglaterra, França, Alemanha, Austria-Hungria, e

Russia.

Ano Aliados

1875-1879 5

1880-1884 4

1885-1889 6

1890-1894 4

1895-1899 2

• Esses valores são realizações de uma variável aleatória que

segue uma distribuição de Poisson. Em um intervalo de 5

anos observamos X = {5, 4, 6, 4, 2}. 21



Distribuições Discretas: Poisson

• Se X = {5, 4, 6, 4, 2}, vamos assumir que λ = 4.2 (média)

• Vamos supor que não observamos nenhuma aliança formada

nos 15 anos depois que estes dados foram coletados. Seria

posśıvel usar o valor de λ para estimar quão provável seria

observar zero alianças em um peŕıodo de 5 anos?

P(x = 0) = e−4.2 .
4.20

0!
= 0.015

• E a probabilidade de observar nenhuma aliança em 15 anos?

[P(x = 0)]3 = (0.015)3 = 0.00000337
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Distribuições Discretas: Poisson

• Exemplo 2: Suponha-se que em um munićıpio ocorram em

média 5 homićıdios por semana. Numa determinada semana

ocorrem 8 homićıdios, qual a probabilidade que havia disso ter

acontecido?

• Neste caso temos λ = 5 e X = 8. Portanto, basta aplicar a

fórmula...

P(x = 8) = e−5 .
58

8!
= 0.0653 = 6.53%
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Resumindo

• Distribuições discretas: Bernoulli

• Distribuições discretas: Binomial

• Distribuições discretas: Poisson
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