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Introducao



Introducao

e A origem da Teoria das Probabilidades estd relacionada aos
jogos de azar desde o século XVII, pois surgiu da necessidade
de um método racional para calcular os riscos dos jogadores
em jogos de cartas, de dados etc.

e Posteriormente, passou a auxiliar governos, empresas e

organizagdes profissionais em seus processos de decisoes,
ajudando a desenvolver estratégias.

e Na drea da Gestdo, passou a ser uma ferramenta para tomada
de decisbes e para andlise de chances e de riscos.



Introducao

e Para entender melhor os principais conceitos de probabilidade,

destacamos a seguir dois tipos de fenémenos:

1. Fendmenos deterministicos: aqueles que invariavelmente
d3o o mesmo resultado se repetidos sob condi¢cdes especificas.
Um exemplo é a aceleracdo da gravidade na auséncia de ar
(vacuo).

2. Fendmenos aleatérios: aqueles que, mesmo realizados sob as
mesmas condicdes, apresentam varia¢es nos resultados de
diferentes observacdes. Pense na reacdo de um eleitor quando
ele é atendido no posto de satde ou no langamento de um
dado. Em cada uma dessas situagoes, os resultados nem

sempre serdao 0S mesmos.



Introducao

e S30 nos fendmenos aleatdrios que a Teoria das Probabilidades
auxilia na andlise e na previsdo de um resultado futuro.

e Quando vocé pensa em probabilidade, vai querer identificar a
chance de ocorréncia de um determinado resultado de
interesse em situacdes nas quais ndo é possivel calcular com
exatiddo o valor real do evento (fenémeno aleatério).

e Para vocé calcular uma probabilidade, é necessario ter um
experimento aleatdrio, ou seja, qualquer processo que venha a

gerar um resultado incerto ou casual.



Conceitos basicos em probabilidade



Experimento aleatério

e Para que um processo possa ser considerado um experimento
aleatdrio, ele deve ter as seguintes caracteristicas:

1. cada experimento pode ser repetido indefinidamente sob as
mesmas condicoes;

2. ndo se conhece a priori o resultado do experimento, mas
pode-se descrever todos os possiveis resultados; e

3. quando o experimento for repetido intimeras vezes, surgira
uma regularidade ou um padrao do resultado.



Experimento aleatério

e Podemos considerar que um processo aleatério corresponde,
para ilustrar, ao lancamento de uma moeda jogada inlimeras
vezes, ja que pode ser repetido indefinidamente.

e N3o conhecemos o resultado, mas podemos descrever os
possiveis resultados (cara ou coroa).

e Além disso, quando vocé lanca a moeda trés mil vezes, por
exemplo, ocorre uma estabilizacdo da frequéncia relativa ou
probabilidade em 0,5.

e A incerteza sempre estd presente, o que quer dizer que, se
esses experimentos forem repetidos em idénticas condicdes,
ndo se pode determinar qual resultado ocorrera.
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Espaco amostral

e O conjunto de resultados possiveis, que poderiam ser um ou
mais de um, é definido como espaco amostral e pode ser
simbolizado por S ou Q (omega).

e Vamos considerar a situacdo em que um funciondrio publico
consegue ou ndo atingir sua meta de produtividade. Neste
exemplo, o espaco amostral pode ser representado assim:

N3o atinge

Atinge

Q

Figura 15: Representacao do espago amostral



e Qualquer subconjunto do espago amostral (£2) associado ao

experimento aleatério é chamado de evento, ou seja, um
determinado resultado que ocorra dentro do espaco amostral.

e Geralmente, calculamos as chamadas probabilidades desses
eventos associados ao nosso espaco amostral.

e Exemplo: Imagine que algumas secretarias municipais
oferecem, por cortesia, cadeiras suficientes em determinado
setor para que os contribuintes possam esperar
confortavelmente: e, outras secretarias, ndo oferecem essa
cortesia. Vamos ver como esse problema pode ser formulado
dentro do contexto de experimento aleatério, espaco amostral
e eventos.



e O experimento é a selecdo de uma secretaria e a observacio

do fato dessa secretaria oferecer ou n3o a cortesia.

e Ha dois pontos amostrais no espaco correspondente a esse
experimento:

S: {a secretaria oferece a cortesia}

N: {a cortesia de cadeira ndo é oferecida pela secretaria}

e Nem sempre as chances de ocorréncia dos eventos sdo iguais

(50%)

e Nessa situacdo, provavelmente a chance da secretaria oferecer
a cortesia de assentos (S) poderd ser bem maior do que a de
ndo oferecer (N).



Probabilidades

e Probabilidade pode ser considerada a chance de que um
determinado evento venha a ocorrer.

e Se um evento pode ocorrer em n maneiras mutuamente
excludentes e igualmente provaveis, e, se m dessas ocorréncias
tem uma caracteristica E, entdo, a probabilidade de

ocorréncia de E é:

onde m é o niimero de vezes que E acontece; e N é niimero

total de ocorréncias dentro do espaco amostral.

e Exemplo: Um dado homogéneo tem probabilidade 1/6 de

cair com a face 2 para cima.
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Probabilidades

e Exemplo: Imagine que em um determinado setor de uma
prefeitura temos os seguintes funciondrios: Carlos, Jackeline,
Giulyana, Girlene, Cldudio e Larissa. Ou, seis funciondrios.

e Qual a probabilidade de se escolher um funciondrio ao acaso e
ele ser do género masculino?

e Vamos definir o espago amostral (todos os funcionarios
publicos do setor) e o evento desejado (encontrar algum
homem).
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Probabilidades

S = {Carlos, Jackeline, Giulyana, Girlene,

Claudio, Larissa}
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Probabilidades

Evento = {Carlos, Claudio}

2
P(funcionario homem) = 5
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Axiomas



Axiomas de Kolmogorov:

e P()) = 0 (probabilidade de vazio é igual a zero)

e P(Q2) =1 (prob. de acontecer todo o espago amostral é igual

al)

e 0 < P(A) <1 (prob. de um evento, sempre estard entre 0 e
1)

e P(LUAi) =>_ P(A)) (é possivel somar as partes de um
evento)
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Exemplo: Em uma cidade de 1.000 eleitores, 22% vdo ao Posto de
Saude, 30% tem filhos em escolas ptblicas, e 28% andam de
onibus. 11% tem filhos em escolas ptiblicas e vdo ao Posto de
Satde, 14% v3o ao Posto de Satde e andam de 6nibus, e 10% tem
filhos em escolas ptiblicas e andam de 6nibus. Apenas 6% vao ao
Posto de Sadde, tem filhos em escolas publicas, e andam de

Onibus.
e Vamos desenhar o espaco amostral com as particdes dos
eventos.

e Se a cidade tem 1.000 eleitores, quantos n3o usam nenhum
tipo de equipamento publico?

e Quantos eleitores usam apenas um equipamento ptiblico?

ii5)
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Operacoes matematicas

e Adicao de eventos excludentes

P(AUC) = P(A)+ P(C)

OO
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Operacoes matematicas

e Qual a probabilidade de tirar, em um baralho um ‘rei’ ou um
‘as’?

. 4 4 8
P(re/Ua;S):E_)—2+E_Tz:E_T2
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Operacoes matematicas

e Adicao de eventos nao-excludentes: devemos considerar
que a interseccdo serd contada duas vezes

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANn B)

@ |+ | @
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Operacoes matematicas

e Qual a probabilidade de tirar um ‘as’ ou ‘uma carta de copas’
em um baralho?

4 13 1 16
P(as U copas) = 5—2+53—53 =5
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Probabilidade Condicional




Probabilidade Condicional

e Para discutir o conceito de probabilidade condicional vamos
usar um exemplo.

e Imaginem uma amostra de 101.850 eleitores de uma cidade

divididos entre ricos e pobres, que foram votar ou ndo na
ultima eleic3o.

Pobre Rico Total

Votou 39577 8.672  48.249
N3o votou 46.304 7.297 53.601
Total 85.881 15.969 101.850

20



Probabilidade Condicional

Pobre Rico Total

Votou 39.577 8.672  48.249
Nao votou 46.304 7.297 53.601
Total 85.881 15.969 101.850

e Neste exemplo podemos calcular as probabilidade dos
seguintes possiveis eventos:

e P(V) = eleitores que votaram

(

e P(R) = eleitores ricos
(
(
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Probabilidade Condicional

e E possivel calcular todas estas probabilidades, algumas usando
frequencia simples...

___Total que vota __ 48.249 __
O P(V) ~ Total de eleitores ~— 101.850 ~ 0.47

e ... outras lancando m3o de conceitos importantes como o de
complemento:

e P(P) =1-P(P°) =1- %9 — (.84

e Ou calcular a probabilidade de escolher um eleitor
aleatoriamente e este ser pobre ou ter ido votar (ndo sdo
exclusivos):

e P(VUP)=P(V)+P(P)—P(VNP)= .47+ .84—.39=.92
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Probabilidade Condicional

e Mas e se quisermos saber qual a probabilidade de que um
eleitor foi votar, dado que ele é pobre?

e Agora, temos uma informacdo parcial e importante: o eleitor é
I - ~ ‘ - !
pobre! Vamos usar estar informac¢do para ‘atualizar’ nosso
conhecimento sobre as chances de voto deste grupo. Para

isso, usamos a légica de probabilidade condicional:

eleitores pobres que votam lsieres pelies e veiE
P(V|P) = _total - P d
eleitores pobres
total

eleitores pobres
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Probabilidade Condicional

e Portanto, podemos generalizar para dois eventos A e B
quaisquer de um experimento aleatério. Dessa forma,
podemos dizer que a probabilidade condicional de A dado B
(nota-se por P(A|B)) é definida como:

P(AN B)

P(AIB) = ~ 55

24



Regra do Produto e Eventos
Independentes




Regra do Produto e Eventos Independentes

e Podemos redefinir a probabilidade condicional e reescrevé-la
de outra forma:

P(AN B) = P(A|B).P(B)

e Se dois eventos A e B s3o independentes, entdo
P(A|B) = P(A) ou P(B|A) = P(B), ja que um evento n3o
interfere no outro, ou seja, eles sdo independentes.

e Qual a implicacio disso?

P(ANB) = P(A).P(B)

25



Regra do Produto e Eventos Independentes

e Multiplicacao de eventos independentes

e Exemplo: qual a probabilidade de tirar cara 2 vezes jogando
uma moeda duas vezes?

P(carancara) = 0.5 x 0.5 =0.25
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Regra do Produto e Eventos Independentes

e Multiplicacao de eventos dependentes
P(AN B) = P(B|A) x P(A)
e Exemplo: qual a probabilidade de tirar 2 cartas de ‘as’ num

baralho, sem reposicido?

4
P(aslnas2) = S 5% = 0.005
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Regra do Produto e Eventos Independentes

e Exemplo 2: distribuicdo da renda anual de funciondrios
publicos de dois setores (A e B)

Renda anual (em Mil) A B Total

15a 20 70 40 110
20a 25 15 15 30
25a 30 10 20 30
30a35 20 10 30
Total 115 85 200

e Qual a probabilidade de que um funcionario escolhido
aleatoriamente seja do grupo A?
115

P(A) = 55q = 0575
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Regra do Produto e Eventos Independentes

e Exemplo 2: distribuicdo da renda anual de funciondrios
publicos de dois setores (A e B)

Renda anual (em Mil) A B Total

15a 20 70 40 110
20a 25 15 15 30
25a 30 10 20 30
30a35 20 10 30
Total 115 85 200

e Qual a probabilidade de que um funcionario escolhido
aleatoriamente seja do grupo B?
85
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Regra do Produto e Eventos Independentes

e Exemplo 2: distribuicdo da renda anual de funciondrios
publicos de dois setores (A e B)

Renda anual (em Mil) A B Total

15a 20 70 40 110
20a 25 15 15 30
25a 30 10 20 30
30a35 20 10 30
Total 115 85 200

e Qual a probabilidade de que um funcionario escolhido

aleatoriamente tenha renda entre 15 e 20 mil?

110

30



Regra do Produto e Eventos Independentes

e Exemplo 2: distribuicdo da renda anual de funciondrios
publicos de dois setores (A e B)

Renda anual (em Mil) A B Total

15a 20 70 40 110
20a 25 15 15 30
25a 30 10 20 30
30a35 20 10 30
Total 115 85 200

e Qual a probabilidade de que um funcionario escolhido

aleatoriamente ser do setor B e ter renda entre 15 e 20 mil?

40
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Regra do Produto e Eventos Independentes

e Exemplo 2: distribuicdo da renda anual de funciondrios
publicos de dois setores (A e B)

Renda anual (em Mil) A B Total

15a 20 70 40 110
20a 25 15 15 30
25a 30 10 20 30
30a35 20 10 30
Total 115 85 200

e Qual a probabilidade de que um funcionario escolhido
aleatoriamente ter renda entre 15 e 20 mil dado que é do
setor B?

P(15 220N B) 0.20

_ _ =0.471
P(15 a 20|B) P(B) 0425 0 32




Regra do Produto e Eventos Independentes

e Eventos setor B e faixa de renda entre 15 e 20 s3o
independentes?

e Se sim, entdo
P(15 a 20) = P(15 a 20|B)
e Mas...

P(15 a 20) = 0.55 + 0.47 = P(15 a 20|B)
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Regra do Produto e Eventos Independentes

e Exemplo 3: Dado que um estabelecimento comercial possui o
cadastro de 200 clientes, eles fazem uma tabela classificando
os clientes utilizando as varidveis sexo e idade. O resultado é

a tabela abaixo:

Idade Masc Fem Total
< 30 60 50 110
30ou+ 80 10 90

Total 140 60 200

e Qual a probabilidade de sortear em uma promog¢ado um cliente

que seja do sexo feminino ou que tenha menos de 30 anos?

e Qual a probabilidade de selecionar um homem com 30 anos

ou mais?
34



Regra do Produto e Eventos Independentes

Idade Masc Fem Total
< 30 60 50 110
30ou+ 80 10 90

Total 140 60 200

e Qual a probabilidade de sortear em uma promocao um cliente
que seja do sexo feminino ou que tenha menos de 30 anos?

P(Fem U < 30) = P(Fem)+ P(< 30) — P(Fem N < 30)
_ 60 10 50
200 200 200

85



Regra do Produto e Eventos Independentes

Idade Masc Fem Total

< 30 60 50 110
30ou+ 80 10 90
Total 140 60 200

e Qual a probabilidade de selecionar um homem com mais de
307
e Olhando a tabela, a probabilidade de selecionar um homem

com mais de 30 anos é 80/200 = 0.4

e Mas estes eventos s3o independentes ou ndo? O maximo que
é possivel dizer lendo a tabela é que os homens tendem a ser
mais velhos que as mulheres, o que tornariam as duas
varidveis dependentes.
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Regra do Produto e Eventos Independentes

Idade Masc Fem Total

< 30 60 50 110
30ou+ 80 10 90
Total 140 60 200

e Mas para checar podemos usar as férmulas de multiplicacdo
para verificar qual dd o resultado que nds ja encontramos:

e Férmula para Eventos Dependentes:

140 80
P(Hom 130+) = P(H) x (30 + [Hom) = 205 =

37



Regra do Produto e Eventos Independentes

e Como poderia ser uma tabela onde as varidveis sao

independentes?
Idade Masc Fem Total
< 30 110
30 ou + 90
Total 140 60 200

e Nesse caso, calculo a probabilidade de casos independentes:

140 110
P(Hom N < 30) = P(Hom).P(< 30) = 500200 — 0.385
e Portanto, na célula P(Hom N < 30) teriamos 38.5% de 200
ou 77. O que seria suficiente para que eu complete toda a
tabela.
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Regra do Produto e Eventos Independentes

e Como poderia ser uma tabela onde as varidveis sio

independentes?
Idade Masc Fem Total
< 30 77 33 110
30 ou + 63 27 90
Total 140 60 200

e N3o hd nada em estatistica que nos informe sobre a direcio
da dependéncia de varidveis. S6 duas coisas a priori fazem

isso: temporalidade ou teoria.
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Principais equacoes

P(Avu B)= P(A) + P(B)— P(4A~B)
AUB
P(AuB)=P(A)+ P(B)
/\ P(A B) = P(A).P(B/ A)= P(B).P(A/B)
| 4nB
\_/ P(ANB)=P(4)PB)
P P(A)=1-P(4)

Figura 17: Regras gerais da probabilidade
Fonte: Elaborada pelo autor
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Principais equacoes

A probabilidade condicional de A dado B é definida por:

P(AN B)

P(AIB) = ~ g

41



Variaveis aleatorias




Variaveis aleatdrias

e Neste final vamos lidar com uma drea um pouco mais téorica
da estatistica, mas algo que é fundamental para entender
melhor como funcionam as distribuicbes. Vamos estudar

variaveis aleatorias.

e Uma varidvel aleatéria é uma funcao que associa valores

reais aos eventos de um espaco amostral.

e Exemplo: quantidade de a¢des da bolsa que tiveram queda
em um determinado dia, em uma carteira composta por cinco

acoes diferentes. A funcdo serd dada por:

X :{0,1,2,3,4,5}

42



Variaveis aleatdrias

e Exemplo 2: minutos gastos por um funciondrio publico para
atender um contribuinte. A fun¢3do serd dada por:

Y :{0aoo}

e Se uma varidvel aleatéria X pode assumir os valores x7, x, ...
Xpn com probabilidades respectivamente iguais a p1, p2, ... Pn,
e >.7 ; pi =1, entdo temos uma distribuicdo de
probabilidade.

e Se a varidvel X em questdo for discreta, sua distribuicdo é
caracterizada por uma fun¢3o de probabilidade (P(X=x)), que
associa probabilidades n3o nulas aos possiveis valores da

varidvel aleatdria.
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Variaveis aleatdrias

e Vamos imaginar que dois dados foram lancados. Os possiveis
resultados desse evento dao origem a 36 resultados.

e O espaco amostral neste caso seria de
S={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(2,2),...,(6,6) }
e Se consideramos X uma varidvel aleatéria que caracteriza
X = max(a, b)
e Temos que a
P(X:X):ZP(S emS: X(s) = x)
que representa uma distribuicdo de probabilidade.
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Variaveis aleatdrias

e Vamos calcular a distribuicdo de probabilidade real para a
varidvel aleatéria X

X Resultados P(X)
1 (1,1) 1/36
2 (1,2) (2,1) (2,2) 3/36
3 (3.1) (1.3) (23) (3.2) (33) 5/36
4 (L4) (41) (24) (42) (34) (43) (44) 7/36
5 (1,5) (5,1) ... (5,5) 9/36
6 (1,6) (6,1) (2,6) (6,2) ... (6,6) 11/36

e Como seria o grafico desta varidvel aleatéria discreta?
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Valor esperado de uma distribuicao
aleatoria




Valor esperado de uma distribuicao aleatdria

o E possivel definir medidas de tendéncia central e de
variabilidade para qualquer distribuicdo de varidvel aleatéria.

e Genericamente, chamamos de valor esperado a média de
uma distribuicdo, sé que calculada através das probabilidades

dos valores da distribuic3o.

E(X) =) x.P(x)=p
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Valor esperado de uma distribuicao aleatdria

e Exemplo: Imagine uma turma de 20 alunos que recebeu o
resultado de uma prova de estatistica. Os resultados foram os
seguintes: x; = 40; xo = 45; x3 = 45; x4 = 50; x5 = 50; x5 =
50; x; = 55; xg = 55; xg = 60; x10 = 60; x11 = 60; x12 =
60; x13 = 65; x14 = 65; x5 = 70; x16 = 70; x17 = 75; x18
=75; x19 = 80; x,0 = 80.

o = i 1.21
e A média das notas desse grupo é X = an = TO = 60,5

e Mas se quisermos encontrar o valor esperado da varidvel
aleatéria X = {nota dos alunos}, temos que calcular as
probabilidades de ocorréncia de cada nota na turma.
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Valor esperado de uma distribuicao aleatdria

Notas (X) N(Freq) Prob de X (P(X))

40 1 1/20 = 0.05
45 2 2/20 = 0.10
50 3 3/20 = 0.15
55 2 2/20 = 0.10
60 4 4/20 = 0.20
65 2 2/20 = 0.10
70 2 2/20 = 0.10
75 2 2/20 = 0.10
80 2 2/20 = 0.10

Total 20 1
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Valor esperado de uma distribuicao aleatdria

e Usando a férmula do valor esperado:

E(X)

Z X,'.P(X,‘)

(40 x 0.05) + (45 x 0.1) + (50 x 0.15) + (55 x 0.1) +
(60 x 0.2) 4 (65 x 0.1) + (70 x 0.1) +

(75 x 0.1) 4+ (80 x 0.1)

60,5
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Resumindo

e Conceitos basicos: experimento aleatdrio, espaco amostral e
evento

e Axiomas

e Operacbes matematicas

e Probabilidade Condicional

e Regra do Produto e Eventos Independentes
e Varidveis aleatdrias

e Valor esperado de uma distribuicao aleatéria
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